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1 时时时间间间序序序列列列

1.1 时时时间间间序序序列列列的的的分分分解解解

习题1 证明课本例1.2 方法3中a, b, c 的最小二乘估计是

(â, b̂, ĉ)T = (Y Y T )−1Y X.

「方法3」二次曲线趋势：我们还可以用二次曲线来拟合数据的趋势项，这时认为(xt, t)满足二元线性回归模型：

xt = a+ bt+ ct2 + εt, t = 1, 2, · · · .

定义

X = (x1, x2, · · · , x24)
T , Y =


1 1 · · · 1

1 2 · · · 24

1 22 · · · 242

 .

(a, b, c)T的最小二乘估计由公式

(â, b̂, ĉ)T = (Y Y T )−1Y X

决定。

解答: 只用证明最小二乘估计满足矩阵乘法

(Y Y T )(â, b̂, ĉ)T = Y X

即可. 展开即为 

m∑
n=1

1 · a+

m∑
n=1

n · b+
m∑

n=1

n2 · c =
m∑

n=1

xn . . . 1○

m∑
n=1

n · a+

m∑
n=1

n2 · b+
m∑

n=1

n3 · c =
m∑

n=1

nxn . . . 2○

m∑
n=1

n2 · a+

m∑
n=1

n3 · b+
m∑

n=1

n4 · c =
m∑

n=1

n2xn . . . 3○

我们考察原数据关系xn = a+ bn+ cn2 + εn (1 ≤ n ≤ m).

目标是令
∑m

n=1 ε
2
n 尽量小⇒ f(a.b.c;x1, x2..xn) =

∑m
n=1(xn − a− bn− cn2)2 尽量小, 这要求∂f

∂a = ∂f
∂b = ∂f

∂c = 0.

∂f

∂a
= 2

m∑
n=1

1 · a−
m∑

n=1

2(xn − bn− cn2) = 0 ⇔ 1○

∂f

∂b
= 2

m∑
n=1

n2 · b−
m∑

n=1

2n(xn − cn2 − a) = 0 ⇔ 2○
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∂f

∂c
= 2

m∑
n=1

n4 · c−
m∑

n=1

2n2(xn − a− bn) = 0. ⇔ 3○

证毕。□

习题2、3为课本数据处理，解答过于繁琐复杂，此处从略。

习题4 对随机变量ξ证明下面的结论：

(1)如果E|ξ| = 0, 则P (ξ = 0) = 1；

(2)如果Var(ξ) = 0, 则P (ξ = m) = 1, 这里m = Eξ；

(3)如果E|ξ| < ∞, 则P (|ξ| < ∞) = 1；

(4)切比雪夫不等式：对任何正常数α, ε,

P (|ξ| ≥ ε) ≤ E|ξ|α/εα.

解答：(1)若不然：设P (ε = 0) = p0 < 1. ⇒ P (ε ̸= 0) = 1− p0 > 0.

取α足够小，使得P (|ε| < α) ≤ 1
2 (1 + p0) (这样的α显然是存在的).

从而P (|ε| > α) ≥ 1
2 (1− p0) ⇒ E(|ε|) ≥ 1

2α(1− p0) > 0. 矛盾！证毕。□

(2)若不然：设P (ε = E(ε)) = p0 < 1. 同上一问。我们取α > 0使得

P
(
ε ∈ (E(ε)− α,E(ε) + α)

)
≤ 1

2
(1 + p0).

则有

Var(ε) = E
(
(X − E(X))2

)
> P (|ε− E(ε)| > α) · α2 =

1

2
(1− p0) · α2 > 0. 矛盾! □

(4)若不然：P (|ξ| ≥ ε) > E|ξ|α/εα.

E|ξ|α ≥ εα · P (|ξ| ≥ ε) > εα ·
(
E|ξ|α

εα

)
= E|ξ|α. 矛盾! □

1.2 平平平稳稳稳序序序列列列

习题2.1 设时间序列{Xt} = {Xt : t ∈ Z}满足：

(1) 对任何t ∈ Z, EX2
t < ∞；

(2) 对任何t ∈ Z, EXt = µ；

(3) 对任何t, s ∈ Z, E(XtXs) = bt−s。

证明{Xt}是平稳时间序列，并求它的自协方差函数。

解答：平稳序列的要求是：∀t ∈ N 有EX2
t < ∞, EXt = µ. 且 ∀t, s ∈ N, E

[
(xt − µ)(xs − µ)

]
= γt−s

在EXt = µ时, E[xtxs] = bt−s ⇔ E
[
(xt − µ)(xs − µ)

]
= bt−s − µ2 而且有自协方差函数γ(h) = bh − µ2. □

习题2.2 设X和Y是方差有限的随机变量. 证明若EX = 0, 则E(XY ) = cov(X,Y ).

解答：

Cov(X,Y ) = E
(
(X − E(X))(Y − E(Y ))

)
= E

(
X(Y − E(Y ))

)
= E(XY )− E(X)E(Y ) = E(XY ). □

习题2.3 如果平稳序列{Xt}的n阶自协方差矩阵退化，则对任何m > n, 一定存在常数a0, · · · , an−1, 使得

Xm = a0 +

n−1∑
j=1

ajXm−j , a.s..

解答：自协方差矩阵是半正定矩阵.
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故自协方差矩阵退化⇔ ∃α = (α1, α2, · · · , αn)使得αTΓnα = 0. ⇔ Var(
∑n

i=1 αi(Xi − µ)) = 0.

⇔ P (
∑n

i=1 αi(Xi − µ) = 0) = 1. ∀t ∈ N. ⇔ Xm = a0 +
∑n−1

j=1 ajXm−j , a.s. □

习题2.4 平稳序列{Xt}有n阶自协方差矩阵Γn. 求Xn, Xn−1, · · · , X1的协方差矩阵.

解答：由于平稳序列定义以及自协方差函数是偶函数，可知Γreverse = Γn. □

1.3 线线线性性性平平平稳稳稳序序序列列列和和和线线线性性性滤滤滤波波波

习题3.1 如果输入序列{Xt}是由(3.4)定义的线性平稳序列，则从保时线性滤波器H输出的序列{Yt}也是线性平稳

序列。

「定义3.4」如果实数列{aj}满足
∞∑

j=−∞
|aj | < ∞,

就称{aj}是绝对可和的。对于绝对可和的实数列{aj}，定义零均值白噪声{εt}的无穷滑动和如下

Xt =

∞∑
j=−∞

ajεt−j , t ∈ Z. (3.4)

解答：输入序列{Xt}是方差有限白噪声{εt}的动态滑动和

Xt =

+∞∑
j=−∞

ajεt−j , (t ∈ Z).

保时线性滤波器

Yt =

+∞∑
j=−∞

hjXt−j ,

要求系数绝对可和
+∞∑

j=−∞
|hj | = c < +∞,

则线性滤波器是稳定的。我们验证{Yt}也是平稳序列：

(1)

E[Yt] = E

 +∞∑
j=−∞

hjXt−j

 =

+∞∑
j=−∞

hjE[Xt−j ] = 0.

(2)

E[Y 2
t ] = E


 +∞∑

j=−∞
hjXt−j

2
 =

+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

hihjE[Xt−iXt−j ].

又E[Xn] = 0对∀n ∈ Z成立，故

E[Y 2
t ] =

+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

hihjγX(i− j) ≤

∣∣∣∣∣
+∞∑

i=−∞
|hi|

∣∣∣∣∣
2

c < +∞.

(3) 对∀t1, t2，有E[Yt1 ] = E[Yt2 ] = 0，且

E
[
(Yt1 − E[Yt1 ])(Yt2 − E[Yt2 ])

]
= E[Yt1Yt2 ]

=

+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

hihjE[Xt1−iXt2−j ]

=

+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

hihjγX
(
(t1 − i)− (t2 − j)

)
,
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只依赖于t1 − t2，对t1, t2平移性质不变。故{Yt}平稳，且显然仍为线性序列。证毕。□

习题3.2 设{Xt}是由(3.1)定义的有限滑动和。若多项式

a(z) =

q∑
j=0

ajz
j ̸= 0 对一切|z| = 1 成立,

则存在实数b0, b1, . . . , bq和零均值白噪声{ηt}使得

Xt = b0ηt + b1ηt−1 + · · ·+ bqηt−q, t ∈ Z,

并且当|z| ≤ 1时，多项式

b(z) =

q∑
j=0

bjz
j ̸= 0.

「定义3.1」设{εt} = {εt : t ∈ Z}是WN(0, σ2)，对于非负整数q和常数a0, a1, · · · , aq，我们称

Xt = a0εt + a1εt−1 + · · ·+ aqεt−q, t ∈ Z (3.1)

是白噪声{εt}的(有限)运动平均，简称为MA (Moving Average)。

解答：设{εt} ∼ WN(0, σ2)且

Xt = a(B)εt =

q∑
j=0

ajεt−j , a(z) =

q∑
j=0

ajz
j .

由条件a(z) ̸= 0对|z| = 1成立，故a(z)在单位圆上无零点。将a(z)因式分解为

a(z) = a0

q∏
k=1

(1− αkz), |αk| ̸= 1.

对所有满足|αk| > 1的零点，作“反演”βk = αk
−1；对|αk| < 1则取βk = αk。定义

b(z) := a0

q∏
k=1

(1− βkz).

则对任意|z| ≤ 1，有|βkz| < 1，从而1− βkz ̸= 0，故

b(z) ̸= 0, (|z| ≤ 1).

再定义

c(z) :=
a(z)

b(z)
=

∏
|αk|>1

1− αkz

1− αk
−1z

, ηt := c(B)εt.

于是

Xt = a(B)εt = b(B)c(B)εt = b(B)ηt =

q∑
j=0

bjηt−j .

并且对|z| = 1可验证|c(z)| = 1（全通滤波器），故ηt的谱密度仍为常数，从而{ηt}仍为零均值白噪声。证毕。□

习题3.3 设{Xt}和{Yt}是相互独立的平稳序列，并且有相同的均值和自协方差函数γX。定义加密序列

Zt =

Xn, t = 2n+ 1,

Yn, t = 2n,

问{Zt}是否平稳序列？证明你的结果。

解答：{Zt}是平稳序列。分别验证其三个性质即可：
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(1)

E[Zt] = E[X] = E[Y ].

(2)

E[Z2
t ] = E[X2

t ] 或 E[Y 2
t ],

此二者（由于Xt, Yt均平稳）均有限。

(3) 记γZ(t)为{Zt}的自协方差函数。由X与Y相互独立得交叉项协方差为0，从而

γZ(t) =


E[XiYj ]− E[Xi]E[Yj ] = 0, t 为奇数,

E[XiXj ]− E[Xi]E[Xj ] = γX( t2 ), 或 E[YiYj ]− E[Yi]E[Yj ] = γX( t2 ), t 为偶数.

故γZ(t)仅与滞后t有关，从而{Zt}平稳。□

习题3.4 设{εt}是WN(0, σ2)，X0 = 0。对Xt = Xt−1 + εt, t ∈ N+，计算Xt, Xs的相关系数ρ(t, s)。

解答：

ρ(t, s) =
Cov(Xt, Xs)√
Var(Xt)Var(Xs)

.

而

Cov(Xt, Xs) = Cov

 t∑
i=1

εi,

s∑
j=1

εj

 =

t∑
i=1

s∑
j=1

Cov(εi, εj) = min(t, s)σ2,

并且

Var(Xt) =

t∑
i=1

Var(εi) = tσ2, Var(Xs) = sσ2.

因此

ρ(t, s) =
min(t, s)σ2

√
tσ2 · sσ2

=
min(t, s)√

ts
=

√
min(t, s)

max(t, s)
. □
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