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1 多多多重重重积积积分分分

1.1 矩矩矩形形形区区区域域域上上上的的的积积积分分分

习题丱 若f和g都在乛丰, 丱九上可积，证明f丨x丩g丨y丩在乛丰, 丱九2上可积，并且∫∫
[0,1]2

f丨x丩g丨y丩 dx dy 丽

(∫ 1

0

f丨x丩 dx

)(∫ 1

0

g丨y丩 dy

)
.

解答：从基本定义出发，f丨x丩g丨y丩在乛丰, 丱九2上可积⇔ ∃a ∈ R，

乬乩乭
∥π∥→0

∣∣∣∣∣
k∑

i=1

f丨xi丩g丨yi丩σi − a

∣∣∣∣∣ 丽 丰.

σi为小块面积。我们将乛丰, 丱九2切成n2块，每块是[
i− 丱

n
,
i

n

]
×
[
j − 丱

n
,
j

n

]
丨丱 ≤ i, j ≤ n, 边界不计丩.

在第丨i, j丩块取点丨xi, yj丩，则有

n∑
i=1

n∑
j=1

丱

n2
f丨xi丩g丨yj丩 丽

(
丱

n

n∑
i=1

f丨xi丩

) 丱

n

n∑
j=1

g丨yj丩

 .

而由一元可积性，

丱

n

n∑
i=1

f丨xi丩 −−−−→
n→∞

∫ 1

0

f丨x丩 dx,
丱

n

n∑
j=1

g丨yj丩 −−−−→
n→∞

∫ 1

0

g丨y丩 dy.

故 ∫∫
[0,1]2

f丨x丩g丨y丩 dx dy 丽

(∫ 1

0

f丨x丩 dx

)(∫ 1

0

g丨y丩 dy

)
. □

习题串 计算积分 ∫∫
[0,1]×[0,1]

ex+y dx dy.

解答：直接运用上一题结论，∫∫
[0,1]2

ex+y dx dy 丽

(∫ 1

0

ex dx

)(∫ 1

0

ey dy

)
丽 丨e− 丱丩2. □

习题丳 设a > 丰, I 丽 乛−a, a九× 乛−a, a九，求证：∫∫
I

乳乩乮丨x丫 y丩 dx dy 丽 丰,

丱



并试从几何上说明这一结果。

解答： ∫∫
I

乳乩乮丨x丫 y丩 dx dy 丽

∫∫
I

丨乳乩乮x 乣乯乳 y 丫 乳乩乮 y 乣乯乳x丩 dx dy

丽

(∫ a

−a

乳乩乮x dx

)(∫ a

−a

乣乯乳 y dy

)
丫

(∫ a

−a

乳乩乮 y dy

)(∫ a

−a

乣乯乳x dx

)
.

而乳乩乮 t是奇函数，故 ∫ a

−a

乳乩乮x dx 丽

∫ a

−a

乳乩乮 y dy 丽 丰.

因此积分值为丰。 □

几何上：丨x0, y0丩处与丨−x0,−y0丩处函数值相反，区域关于原点中心对称且有界，故积分值为丰。

习题临 证明定理丱丰丮丱丮丸。

「定理丱丰丮丱丮丸」设f在I 丽 乛a, b九× 乛c, d九上有界，那么以下四个条件等价：

丨丱丩 f在I上可积；

丨串丩 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

ωi σi 丽 丰，其中ωi 丽 Mi −mi 丨i 丽 丱, 串, . . . , k丩，Mi和mi分别为f在σi上的上、下确界；

丨丳丩 对任意的ε > 丰，存在I的一个分割π，使得S丨f, π丩− S丨f, π丩 < ε；

丨临丩

∫
I

f dσ 丽

∫
I

f dσ.

解答：由基本定义有丨串丩 ⇔ 丨丳丩 ⇔ 丨临丩.

丨丱丩 ⇔ ∃a ∈ R, 乬乩乭
∥π∥→0

∣∣∣∣∣
(

k∑
i=1

f丨xi, yi丩 · σi

)
− a

∣∣∣∣∣ 丽 丰. xi, yi 为 σi 对应面积内任一点.

⇔ 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

f丨xi, yi丩 · σi 丽 a. 我们证明这与丨临丩等价.

丨丱′丩 ⇒ 丨临丩 为

∫
I

f dσ 丽 乭乩乮 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

f丨xi, yi丩 · σi 丽 a 丽 乭乡乸 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

f丨xi, yi丩 · σi 丽

∫
I

f dσ.

丨临丩 ⇒ 丨丱′丩 为 取a 为丽

∫
I

f dσ 丽

∫
I

f dσ. ⇒
∫
I

f dσ ≤ 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

f丨xi, yi丩 · σi 丽

∫
I

f dσ. ⇒ 积分值为a

故丨丱丩 ⇔ 丨丱′丩 ⇔ 丨临丩. □

习题丵 证明：闭矩形上的连续函数可积。

解答：由连续性，对任意给定ε ∈ R+，存在δ > 丰使得当x1, x2 ∈ I且∥x1 − x2∥ < δ时，|f丨x1丩− f丨x2丩| <

ε.

将I切成若干小矩形R1, R2, . . . , Rt，使每个Ri的直径< δ，则对任意x1, x2 ∈ Ri有|f丨x1丩 − f丨x2丩| < ε，

即每块的振幅ωi < ε。于是

S丨f, π丩− S丨f, π丩 丽

t∑
i=1

ωi σi < ε

t∑
i=1

σi 丽 ε乁乲乥乡丨I丩.

故可令上、下和之差任意小，由定理丱丰丮丱丮丸知f在I上可积。 □

串



1.2 Lebesgue定定定理理理

习题丱 设点列{pn}在R2中有极限，求证：点集B 丽 {pn}是零面积集。

解答：设点列{pn}极限是p。对∀ ε > 丰，∃n ∈ Z+，∀N > n有

d丨pN , p丩 < ε

而{p1, p2, . . . , pn}是有限点集，面积为丰。

⇒ B ⊂ {p1, p2, . . . , pn} ∪B丨p, ε丩,

其中B丨p, ε丩为以p为中心、半径ε的圆盘，于是

乁乲乥乡丨B丩 ≤ πε2.

而ε可任取，故B是零面积集。 □

习题串 设有界集B ⊂ R2且B′是零面积集，求证：B也是零面积集。

解答：我们只用考察并证明B \ B′也是零面积集即可。我们证明一个加强结论：这个集合只有有限个

点。

若非如此，设B \B′是无限点集。由于B有界，B \B′也有界，设为乛−N,N 九× 乛−N,N 九。

将乛−N,N 九× 乛−N,N 九划分成临份：

乛−N, 丰九× 乛−N, 丰九, 乛−N, 丰九× 乛丰, N 九, 乛丰, N 九× 乛−N, 丰九, 乛丰, N 九× 乛丰, N 九.

由抽屉原理，B \B′在其中一个小区域里面积有无穷个点；再细分四份，仍有无穷个点。

⇒ ∀ ε > 丰, ∃ 丨x0, y0丩 ∈ 丨−N,N丩× 丨−N,N丩 使得 乛x0 − ε, x0 丫 ε九× 乛y0 − ε, y0 丫 ε九 ∩ 丨B \B′丩 是无穷.

⇒ 由闭区间套定理，存在极限点在B \B′ 内，但这与B′ 的定义矛盾！□

习题丳 证明：乛丰, 丱九2中的全体有理点所成的集不是零面积集，但是零测集。

解答：先证它不是零面积集：若是，则我们取ε 丽 1
2，存在有限个长方形P1, P2, . . . , Pm

使得有理点集被
⋃m

i=1 Pi包含。且

乁乲乥乡

(
m⋃
i=1

Pi

)
≤ 丱

串
⇒ 乁乲乥乡

(
乛丰, 丱九2 \

m⋃
i=1

Pi

)
≥ 丱

串
.

而 (
乛丰, 丱九2 \

m⋃
i=1

Pi

)◦

是面积为正的开集。

任取
(
乛丰, 丱九2 \

⋃m
i=1 Pi

)◦
，∃ ε0 > 丰，使得

B丨p0, ε0丩 ⊂ 乛丰, 丱九2 \
m⋃
i=1

Pi.

由有理点稠密性矛盾，故证毕。零测性由可数性显然。 □

习题临 设闭矩形J ⊂ I，且f在I上可积，求证：f在J上也可积。

丳



解答：若f在I上可积，由定理丱丰丮丱丮丸，我们将条件转写成叙述为丨串丩：

乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

ωi σi 丽 丰,

其中ωi 丽 Mi −mi为第i块区域的上、下确界之差，σi是I的一个划分。

我们只需要在划分的时候乜稍加留意丢，把J的边界也作为划分痕迹：

⇒ 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

ωi σi ≥ 乬乩乭
∥π∥→0

t∑
j=1

ωJ(j) σJ(j),

J丨丱丩, J丨串丩, . . . , J丨t丩是J在划分中的对应块。故有

乬乩乭
∥π∥→0

t∑
j=1

ωJ(j) σJ(j) 丽 丰.

由定理丱丰丮丱丮丸，丨串丩⇒丨丱丩有f在J上可积。 □

习题丵 设在I上可积函数f > 丰，求证：

∫
I

f dσ > 丰。

解答：堪忧，这还要证？乔乲乩乶乩乡乬丮 □

习题丶 研究定义在区域乛丰, 丱九2上的函数

f丨x, y丩 丽


乳乩乮

丱

xy
, x ̸丽 丰 且 y ̸丽 丰,

丰, x 丽 丰 或 y 丽 丰,

的可积性。

解答：原函数在定义域乛丰, 丱九× 乛丰, 丱九的不连续点集为

{丰} × 乛丰, 丱九 ∪ 乛丰, 丱九× {丰}.

这明显是零测集（甚至是零面积集），从而由乌乥乢乥乳乧乵乥定理，f在乛丰, 丱九2上可积。 □

习题丷 设I是一个有界的矩形，B 丽 {p1, p2, . . . , pn, . . . } ⊂ I，定义函数

f丨p丩 丽


丰, p /∈ B,

丱

n
, p 丽 pn 丨n ∈ N∗丩.

研究函数f在I上的可积性。

解答：B至多可数从而零测。间断点是零测集，由乌乥乢乥乳乧乵乥定理知可积。 □

习题丸 设函数f和g在I上可积，求证：fg在I上也可积；当g在I上不取零值且f/g在I上有界时，f/g在I上

也可积。

解答：fg和f/g的间断点为f的间断点和g的间断点的并集的子集。

（f/g在g不取丰时可以这样论证）仍然是零测集，由乌乥乢乥乳乧乵乥定理知可积。 □

习题丹 设f在I上可积，证明：|f |在I上也可积，并且∣∣∣∣∫
I

f dσ

∣∣∣∣ ≤ ∫
I

|f | dσ.

解答：|f |的间断点是f的间断点的子集，而其是零测，由乌乥乢乥乳乧乵乥定理知|f |也可积。而∣∣∣∣∫
I

f dσ

∣∣∣∣ 丽
∣∣∣∣∣ 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

f丨xi丩σi

∣∣∣∣∣ ≤ 乬乩乭
∥π∥→0

k∑
i=1

|f丨xi丩|σi 丽

∫
I

|f | dσ. □

临



问题丱 设

∫
I

f dσ > 丰，求证：存在闭矩形J ⊂ I，使得f > 丰在J上成立。

解答：我们采取反证法。若不存在这样的小矩形J：对∀x ∈ I满足f丨x丩 > 丰，我们可知f在x处必不连

续。

从而{x | f丨x丩 > 丰}是不连续点集的子集。取P 丽 {x | f丨x丩 > 丰}.

由乌乥乢乥乳乧乵乥定理知P 是零测集.从而
∫
I
f dσ 丽

∫
I/P

f dσ < 丰,矛盾。 □

问题串 对丨x, y丩 ∈ 乛丰, 丱九2，定义

f丨x, y丩 丽


丱

m
丫

丱

q
, x 丽

n

m
, y 丽

p

q
,

丰, 其他,

证明：f在乛丰, 丱九2上可积，这里m,n, q, p ∈ N∗。

解答：我们考虑间断点集，发现它是丨Q ∩ 乛丰, 丱九丩2.

因为但凡函数值为丰的点集都不是间断点：取ε足够小，以ε为半径的圆内的有理数分母会任意大。

而丨Q ∩ 乛丰, 丱九丩2可数，从而零测。由乌乥乢乥乳乧乵乥定理，原函数可积。 □

1.3 矩矩矩形形形区区区域域域上上上二二二重重重积积积分分分的的的计计计算算算

习题丱 计算下列积分：

丨丱丩

∫∫
I

x2

丱 丫 y2
dx dy, I 丽 乛丰, 丱九2主

丨串丩

∫∫
I

x 乣乯乳丨xy丩 dx dy, I 丽 乛丰, π/串九× 乛丰, 丱九主

丨丳丩

∫∫
I

乳乩乮丨x丫 y丩 dx dy, I 丽 乛丰, π九2.

解答：

丨丱丩

∫∫
I

x2

丱 丫 y2
dx dy 丽

(∫ 1

0

x2 dx

)(∫ 1

0

丱

丱 丫 y2
dy

)
丽

(
丱

丳
x3
∣∣∣1
0

)(
乡乲乣乴乡乮 y

∣∣∣1
0

)
丽

丱

丳
· π
临
丽

π

丱串
. □

丨串丩

∫∫
I

x 乣乯乳丨xy丩 dx dy 丽

∫ 1

0

x ·

(∫ π/2

0

乣乯乳丨xy丩 dy

)
dx.

而

∫ π/2

0

乣乯乳丨xy丩 dy 丽
丱

x
乳乩乮丨xy丩

∣∣∣π/2
0

丽
丱

x
乳乩乮

πx

串
⇒
∫ 1

0

x

(∫ π/2

0

乣乯乳丨xy丩 dy

)
dx 丽

∫ 1

0
乳乩乮 πx

2 dx 丽 丱. □

丨丳丩

∫∫
I

乳乩乮丨x丫 y丩 dx dy 丽

∫∫
I

乳乩乮x 乣乯乳 y dx dy 丫

∫∫
I

乳乩乮 y 乣乯乳x dx dy

丽
(∫ π

0
乳乩乮x dx

) (∫ π

0
乣乯乳 y dy

)
丫
(∫ π

0
乣乯乳x dx

) (∫ π

0
乳乩乮 y dy

)
丽 丰. □

习题串 设函数f在矩形I 丽 乛a, b九× 乛c, d九上有连续的二阶偏导数，计算积分

∫∫
I

∂2

∂x∂y
f丨x, y丩 dx dy。

解答： ∫∫
I

∂2

∂x∂y
f丨x, y丩 dx dy 丽

∫ b

a

(∫ d

c

∂2

∂x∂y
f丨x, y丩 dy

)
dx

丽

∫ b

a

(
∂f丨x, y丩

∂x

∣∣∣y=d

y=c

)
dx 丽

∫ b

a

(
∂f丨x, d丩

∂x
− ∂f丨x, c丩

∂x

)
dx 丽 f丨b, d丩 丫 f丨a, c丩− f丨a, d丩− f丨b, c丩. □

习题丳 计算积分

∫
I

f dσ 丨I 丽 乛丰, 丱九2丩：

丨丱丩 f丨x, y丩 丽

丱, y ≤ x2,

丰, y > x2主

丵



丨串丩 f丨x, y丩 丽

x丫 y, x2 ≤ y ≤ 串x2,

丰, y < x2 或 y > 串x2.

解答：

丨丱丩 ∫
I

f dσ 丽

∫ 1

0

(∫ x2

0

丱 dy

)
dx 丽

∫ 1

0

x2 dx 丽
丱

丳
x3
∣∣∣1
0
丽

丱

丳
. □

丨串丩 ∫
I

f dσ 丽

∫ √
2/2

0

(∫ 2x2

x2

丨x丫 y丩 dy

)
dx丫

∫ 1

√
2/2

(∫ 1

x2

丨x丫 y丩 dy

)
dx

丽

∫ √
2/2

0

(
x3 丫

丳

串
x4

)
dx丫

∫ 1

√
2/2

(
丱

串
丫 x− x3 − 丱

串
x4

)
dx

丽

(
丱

临
x4 丫

丳

丱丰
x5

) ∣∣∣√2/2

0
丫

(
丱

串
x丫

丱

串
x2 − 丱

临
x4 − 丱

丱丰
x5

) ∣∣∣1√
2/2

丽

(
丱

丱丶
丫

丳
√
串

丸丰

)
丫

(
丳丷

丸丰
− 丱丹

√
串

丸丰

)
丽

串丱

临丰
−
√
串

丵
.□

习题临 利用定理丱丰丮丳丮临中的乍乩乮乫乯乷乳乫乩不等式，证明：对ak ≥ 丰, bk ≥ 丰 丨k 丽 丱, 串, · · · , n丩, p ≥ 丱，有不

等式 (
n∑

k=1

丨ak 丫 bk丩
p

)1/p

≤

(
n∑

k=1

apk

)1/p

丫

(
n∑

k=1

bpk

)1/p

.

「定理丱丰丮丳丮临」丨乍乩乮乫乯乷乳乫乩不等式丩 设f在乛a, b九× 乛c, d九上非负、连续，p ≥ 丱，那么(∫ b

a

(∫ d

c

f丨x, y丩 dy

)p

dx

)1/p

≤
∫ d

c

(∫ b

a

fp丨x, y丩 dx

)1/p

dy.

当p > 丱时，等式成立的充分必要条件是

f丨x, y丩 丽 u丨x丩v丨y丩.

解答：我们取

fε丨x, y丩 ≤


h丨x丩, 丰 ≤ y ≤ 丱− ε,

g丨x丩, 丱 丫 ε ≤ y ≤ 串,

丱

串ε
丨丱 丫 ε− y丩h丨x丩 丫

丱

串ε
丨y − 丱 丫 ε丩g丨x丩, 丱− ε ≤ y ≤ 丱 丫 ε.

则fε在乛a, b九× 乛c, d九上非负连续，p > 丱。由乍乩乮乫乯乷乳乫乹不等式有：

丨ε → 丰丩

(∫ b

a

丨h丨x丩 丫 g丨x丩丩p dx

)1/p

≤

(∫ b

a

hp丨x丩 dx

)1/p

丫

(∫ b

a

gp丨x丩 dx

)1/p

.

我们再取g丨x丩 丽 ai 丨i− 丱 ≤ x < i丩 丨丱 ≤ i ≤ k丩，h丨x丩 丽 bi。取积分上下限a 丽 丰, b 丽 k，即有：(
n∑

k=1

丨ak 丫 bk丩
p

)1/p

≤

(
n∑

k=1

apk

)1/p

丫

(
n∑

k=1

bpk

)1/p

. □

习题丵 设f, g都在乛a, b九上可积，利用二重积分不等式∫∫
[a,b]2

丨f丨x丩g丨y丩− f丨y丩g丨x丩丩2 dx dy ≥ 丰,

丶



证明乃乡乵乣乨乹中乓乣乨乷乡乲乺不等式：(∫ b

a

f丨x丩g丨x丩 dx

)2

≤
∫ b

a

f2丨x丩 dx

∫ b

a

g2丨x丩 dx.

解答：

∫∫
[a,b]2

丨f丨x丩g丨y丩−f丨y丩g丨x丩丩2 dx dy 丽

∫∫
[a,b]2

(
f2丨x丩g2丨y丩丫f2丨y丩g2丨x丩−串f丨x丩f丨y丩g丨x丩g丨y丩

)
dx dy

丽 串

∫∫
[a,b]2

(
f2丨x丩g2丨y丩− f丨x丩g丨x丩f丨y丩g丨y丩

)
dx dy ≥ 丰.

⇒
∫∫

[a,b]2
f2丨x丩g2丨y丩 dx dy ≥

∫∫
[a,b]2

f丨x丩g丨x丩f丨y丩g丨y丩 dx dy.

⇒

(∫ b

a

f2丨x丩 dx

)(∫ b

a

g2丨y丩 dy

)
≥

(∫ b

a

f丨x丩g丨x丩 dx

)2

. □

问题丱 设f是问题丱丰丮串的第串题中定义的函数。证明：

丨丱丩 f丨x, p/q丩对x ∈ 乛丰, 丱九上不可积；

丨串丩 f丨n/m, y丩对y ∈ 乛丰, 丱九上不可积。

解答：丨丱丩 我们证明f丨x, p/q丩在x ∈ 乛丰, 丱九上处处不连续：

其实由于有理数集和无理数集都是稠密的，故而在任何一个极小的区间内，都存在有理点和无理点。

f值也在丰和> 丱/q之间变动。故f在乛丰, 丱九上处处不连续，从而不可积丨两问思路完全一致丩。 □

问题串 对丨x, y丩 ∈ 乛丰, 丱九2，定义

g丨x, y丩 丽


丱, x 丽

n

m
, y 丽

p

m
,

丰, 其他.

证明：

∫ 1

0

dx

∫ 1

0

g丨x, y丩 dy和

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

g丨x, y丩 dx都存在，但g在乛丰, 丱九2上不可积。

解答：

丨丱丩 先证两种迭代积分都存在且都等于丰。

固定x ∈ 乛丰, 丱九，考察y 7→ g丨x, y丩。

若x为无理数，则对任意y都有g丨x, y丩 丽 丰，故∫ 1

0

g丨x, y丩 dy 丽 丰.

若x为有理数。将x写成既约分数x 丽
n

m
（丨n,m丩 丽 丱），则由定义，

g丨x, y丩 丽 丱 ⇐⇒ y 丽
p

m
丨p 丽 丰, 丱, . . . ,m丩,

因此g丨x, y丩 丽 丱只发生在有限多个点上，其余处为丰。于是y 7→ g丨x, y丩只有有限多个不连续点，从而

在乛丰, 丱九上乒乩乥乭乡乮乮可积，并且 ∫ 1

0

g丨x, y丩 dy 丽 丰.

综上，对所有x ∈ 乛丰, 丱九都有
∫ 1

0
g丨x, y丩 dy 丽 丰，因此∫ 1

0

(∫ 1

0

g丨x, y丩 dy

)
dx 丽 丰.

同理，交换x, y角色可得对所有y都有
∫ 1

0
g丨x, y丩 dx 丽 丰，从而∫ 1

0

(∫ 1

0

g丨x, y丩 dx

)
dy 丽 丰.

丷



故两种迭代积分都存在且都等于丰。

丨串丩 再证g在乛丰, 丱九2上（乒乩乥乭乡乮乮意义）不可积。

任取丨x0, y0丩 ∈ 乛丰, 丱九2。取任意ε > 丰，选取足够大的整数m使得 1
m < ε。令n 丽 ⌊mx0⌋，p 丽 ⌊my0⌋，

则点 ( n

m
,
p

m

)
∈ 乛丰, 丱九2,

∣∣∣ n
m

− x0

∣∣∣ ≤ 丱

m
< ε,

∣∣∣ p
m

− y0

∣∣∣ ≤ 丱

m
< ε,

且按定义有g
(
n
m , p

m

)
丽 丱。另一方面，在丨x0, y0丩的任意邻域内也显然存在g 丽 丰的点（例如取任意一个不

是上述形式的点）。因此在丨x0, y0丩任意邻域内，g同时取到丱与丰，故g在丨x0, y0丩不连续。

由丨x0, y0丩任意性知，g在乛丰, 丱九2上处处不连续，故其不连续点集为整个乛丰, 丱九2（测度不为丰），从

而g在乛丰, 丱九2上乒乩乥乭乡乮乮不可积。 □

1.4 有有有界界界函函函数数数上上上的的的二二二重重重积积积分分分

习题丱 证明定理丱丰丮临丮丵。

「定理丱丰丮临丮丵」 设有界集B ⊂ R2，则B有面积当且仅当B的边界∂B是一零面积集。

解答：首先先证明一个引理：

乛乬乥乭乭乡九 ∂B是闭集。

乛买乲乯乶乥九 我们反过来证明R2/∂B是开集：任取x0 ∈ R2/∂B。

若对∀ ε > 丰均存在xε ∈ ∂B使d丨x0, xε丩 < ε，则x0 ∈ ∂B 丽 ∂B ⇒矛盾！

回到原题：∂B零面积⇔ ∂B零测

⇔ 取

f丨x丩 丽

丰, x /∈ B,

丱, x ∈ B.

间断点零测⇔
∫
B
丱 dσ可积⇔ B有面积。 □

习题串 证明：

丱.丹丶 <

∫∫
|x|+|y|≤10

dx dy

丱丰丰 丫 乣乯乳2 x丫 乣乯乳2 y
< 串.

解答：在整个区域上，
丱

丱丰丰 丫 乣乯乳2 x丫 乣乯乳2 y
的取值在

[
丱

丱丰串
,

丱

丱丰丰

]
内，且无法一直取到上极限。

而其面积为
丱

串
× 串丰× 串丰 丽 串丰丰⇒∫∫

|x|+|y|≤10

dx dy

丱丰丰 丫 乣乯乳2 x丫 乣乯乳2 y
∈
[
串丰丰

丱丰串
,
串丰丰

丱丰丰

)
⊂ 丨丱.丹丶, 串丩. □

习题丳 证明：设B ⊂ R2是一有界集，那么B有面积的充要条件是：对I ⊃ B的矩形I的任何矩形网分

割π，均有

乬乩乭
∥π∥→0

∑
Ii∩B ̸=∅

σ丨Ii丩 丽 乬乩乭
∥π∥→0

∑
Ii⊂B

σ丨Ii丩.

解答：B有面积等价于
∫
B
丱 dσ存在。我们取

fB丨x丩 丽

丱, x ∈ B,

丰, x /∈ B.

丸



则 乬乩乭
∥π∥→0

∑
Ii∩B ̸=∅

σ丨Ii丩是
∫
I
fB dσ的上和， 乬乩乭

∥π∥→0

∑
Ii⊂B

σ丨Ii丩是
∫
I
fB dσ下和。上下和相等⇔可积。 □

1.5 有有有界界界集集集合合合上上上积积积分分分的的的计计计算算算

习题丱 计算下列积分：

丨丱丩

∫∫
D

乣乯乳丨x丫 y丩 dx dy, D 由x 丽 丰, y 丽 x, y 丽 π 围成；

丨串丩

∫∫
D

xy2 dx dy, D 由y2 丽 临x 和x 丽 丱 围成；

丨丳丩

∫∫
D

ex+y dx dy, D 丽 {丨x, y丩 为 |x|丫 |y| ≤ 丱}主

丨临丩

∫∫
D

|xy| dx dy, D 丽 {丨x, y丩 为 x2 丫 y2 ≤ a2}主

丨丵丩

∫∫
D

x 乣乯乳丨xy丩 dx dy, D 丽 {丨x, y丩 为 x2 丫 y2 ≤ a2}主

丨丶丩

∫∫
D

| 乣乯乳丨x丫 y丩| dx dy, D 丽 乛丰, 丱九2主

丨丷丩

∫∫
D

y2 dx dy, D 由旋轮线

x 丽 a丨t− 乳乩乮 t丩,

y 丽 a丨丱− 乣乯乳 t丩,

丨丰 ≤ t ≤ 串π丩 与y 丽 丰 围成；

丨丸丩

∫∫
D

乛x丫 y九 dx dy, D 丽 乛丰, 串九2.

解答：

丨丱丩

∫∫
D

乣乯乳丨x 丫 y丩 dx dy 丽

∫ π

0

(∫ y

0

乣乯乳丨x 丫 y丩 dx
)
dy 丽

∫ π

0

乳乩乮丨x 丫 y丩
∣∣∣y
0
dy 丽

∫ π

0

(
乳乩乮 串y − 乳乩乮 y

)
dy 丽∫ π

0

乳乩乮 串y dy −
∫ π

0

乳乩乮 y dy 丽 −串. □

丨串丩

∫∫
D

xy2 dx dy 丽

∫ 1

0

(∫ 2
√
x

−2
√
x

xy2 dy
)
dx 丽

∫ 1

0

丱丶

丳
x5/2 dx 丽

丳串

串丱
. □

丨丳丩 D可分为两部分：当y ∈ 乛−丱, 丰九时，x ∈ 乛−丨丱 丫 y丩, 丱 丫 y九；当y ∈ 乛丰, 丱九时，x ∈ 乛y − 丱, 丱− y九。∫∫
D

ex+y dx dy 丽

∫ 0

−1

(∫ 1+y

−(1+y)

ex+y dx
)
dy 丫

∫ 1

0

(∫ 1−y

y−1

ex+y dx
)
dy

丽

∫ 0

−1

(
ex+y

∣∣∣x=1+y

x=−(1+y)

)
dy 丫

∫ 1

0

(
ex+y

∣∣∣x=1−y

x=y−1

)
dy 丽

∫ 0

−1

丨e1+2y − e−1丩 dy 丫

∫ 1

0

丨e− e2y−1丩 dy

丽
(丱
串
e1+2y

∣∣∣0
−1

− e−1
)
丫
(
e− 丱

串
e2y−1

∣∣∣1
0

)
丽

丱

串
e− 丱

串
e−1 − e−1 丫

(
e− 丱

串
e丫

丱

串
e−1
)
丽 e− 丱

e
. □

丨临丩

∫∫
D

|xy| dx dy 丽 临

∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

xy dy
)
dx 丽 临

∫ a

0

(丱
串
x · y2

∣∣∣y=√
a2−x2

y=0

)
dx 丽 临

∫ a

0

丱

串
x丨a2 − x2丩 dx

丽 串a2
∫ a

0

x dx− 串

∫ a

0

x3 dx 丽 a4 − 丱

串
a4 丽

丱

串
a4. □

丨丵丩 因为x 乣乯乳丨xy丩 丫 丨−x丩 乣乯乳丨丨−x丩y丩 丽 丰，且该区域关于y轴对称且有界，故积分值为丰。 □

丨丶丩 ∫∫
D

| 乣乯乳丨x丫 y丩| dx dy 丽

∫ π
2 −1

0

(∫ 1

0

乣乯乳丨x丫 y丩 dy
)
dx丫

∫ 1

π
2 −1

(∫ π
2 −x

0

乣乯乳丨x丫 y丩 dy
)
dx

丹



−
∫ 1

π
2 −1

(∫ 1

π
2 −x

乣乯乳丨x丫 y丩 dy
)
dx 丽 丳− π 丫 乣乯乳 串 丫 串 乣乯乳 丱. □

丨丷丩 取P 丨x, y丩 丽 − 1
3y

3, Q丨x, y丩 丽 丰，则∂Q
∂x − ∂P

∂y 丽 y2。由乇乲乥乥乮公式，∫∫
D

y2 dx dy 丽

∮
∂D

P dx 丽 −丱

丳

∮
∂D

y3 dx.

沿x轴段y 丽 丰贡献为丰，只需算旋轮线一拱。取丰 ≤ t ≤ 串π，y 丽 a丨丱− 乣乯乳 t丩，dx
dt 丽 a丨丱− 乣乯乳 t丩，得∫∫

D

y2 dx dy 丽
丱

丳

∫ 2π

0

y3
dx

dt
dt 丽

丱

丳

∫ 2π

0

a4丨丱− 乣乯乳 t丩4 dt 丽
丱

丳
· a4 · 丳丵π

临
丽

丳丵π

丱串
a4. □

丨丸丩

∫∫
[0,2]2

乛x丫 y九 dx dy 丽
丱

串
× 丳× 串× 串 丽 丶. □

2 曲曲曲线线线积积积分分分

2.1 第第第一一一型型型曲曲曲线线线积积积分分分

习题丱 计算下列曲线积分：

丨丱丩

∫
Γ

丨x2 丫 y2丩n ds，一 为 x 丽 a 乣乯乳 t, y 丽 a 乳乩乮 t 丨丰 ≤ t ≤ 串π丩，其中n ∈ N；

丨串丩

∫
Γ

丨x丫 y丩 ds，一 为 顶点为丨丰, 丰丩, 丨丱, 丰丩, 丨丰, 丱丩的三角形的边界；

丨丳丩

∫
Γ

z ds，一 为 圆锥螺线x 丽 t 乣乯乳 t, y 丽 t 乳乩乮 t, z 丽 t 丨丰 ≤ t ≤ 串π丩；

丨临丩

∫
Γ

x2 ds，一 为 圆周x2 丫 y2 丫 z2 丽 a2, x丫 y 丫 z 丽 丰；

丨丵丩

∫
Γ

y2 ds，一 为 旋轮线的一拱，x 丽 a丨t− 乳乩乮 t丩, y 丽 a丨丱− 乣乯乳 t丩 丨丰 ≤ t ≤ 串π丩。

解答：

丨丱丩
ds

dt
丽

√(
dx

dt

)2

丫

(
dy

dt

)2

丽
√
丨−a 乳乩乮 t丩2 丫 丨a 乣乯乳 t丩2 丽 a。

因此

∫
Γ

丨x2 丫 y2丩n ds 丽

∫ 2π

0

丨x2 丫 y2丩n a dt 丽

∫ 2π

0

a2n · a dt 丽 串πa2n+1 丨a > 丰丩。 □

丨串丩 取ℓ1, ℓ2, ℓ3为丨丰, 丰丩到丨丱, 丰丩、丨丰, 丰丩到丨丰, 丱丩以及丨丱, 丰丩到丨丰, 丱丩的线段，则∫
Γ

丨x丫 y丩 ds 丽

∫
ℓ1

丨x丫 y丩 ds丫

∫
ℓ2

丨x丫 y丩 ds丫

∫
ℓ3

丨x丫 y丩 ds 丽 串 · 丱
串
x2

∣∣∣∣x=1

x=0

丫 丱 ·
√
串 丽

√
串 丫 丱. □

丨丳丩
ds

dt
丽

√(
dx

dt

)2

丫

(
dy

dt

)2

丫

(
dz

dt

)2

丽
√

t2 丫 串，故

∫
Γ

z ds 丽

∫ 2π

0

t
√
t2 丫 串 dt.

而∫
t
√
t2 丫 串 dt 丽

∫ √
t2 丫 串 d

(
丱

串
t2
)

丽
丱

串

∫ √
t2 丫 串 d丨t2 丫串丩 丽

丱

串
· 串
丳
丨t2 丫串丩3/2 丫C 丽

丱

丳
丨t2 丫串丩3/2 丫C.

因此 ∫
Γ

z ds 丽
丱

丳
丨t2 丫 串丩3/2

∣∣∣∣t=2π

t=0

丽
丱

丳
丨临π2 丫 串丩3/2 − 串

丳

√
串.□

丱丰



丨临丩 取参数

丨x, y, z丩 丽

(
−
√
丶

丳
a 乳乩乮 θ, a

(√
丶

丶
乳乩乮 θ 丫

√
串

串
乣乯乳 θ

)
, a

(√
丶

丶
乳乩乮 θ −

√
串

串
乣乯乳 θ

))
.

则

ds

dθ
丽

√(
dx

dθ

)2

丫

(
dy

dθ

)2

丫

(
dz

dθ

)2

丽 a,

从而 ∫
Γ

x2 ds 丽

∫ 2π

0

串

丳
a2 乳乩乮2 θ · a dθ 丽

串

丳
a3
∫ 2π

0

乳乩乮2 θ dθ 丽
串

丳
πa3.□

丨丵丩
ds

dt
丽

√(
dx

dt

)2

丫

(
dy

dt

)2

丽 串a 乳乩乮
t

串
，故

∫
Γ

y2 ds 丽

∫ 2π

0

a2丨丱− 乣乯乳 t丩2 · 串a 乳乩乮 t

串
dt 丽 丸a3

∫ 2π

0

乳乩乮5
t

串
dt 丽 丱丶a3

∫ π

0

乳乩乮5 p dp

(
t

串
丽 p

)
.

再令− 乣乯乳 p 丽 ξ，则dξ 丽 乳乩乮 p dp，并且乳乩乮4 p 丽 丨丱− ξ2丩2，因此

丱丶a3
∫ π

0

乳乩乮5 p dp 丽 丱丶a3
∫ 1

−1

丨丱− ξ2丩2 dξ 丽 丱丶a3
(
丱

丵
ξ5 − 串

丳
ξ3 丫 ξ

) ∣∣∣1
−1

丽
串丵丶

丱丵
a3. □

2.2 第第第二二二型型型曲曲曲线线线积积积分分分

习题丱 计算下列第二型曲线积分：

丨丱丩

∫
Γ

x dy − y dx

x2 丫 y2
, 一 表示逆时针方向的圆周x2 丫 y2 丽 a2主

丨串丩

∫
Γ

丨x丫 y丩 dx丫 丨x− y丩 dy, 一 表示逆时针方向的椭圆
x2

a2
丫

y2

b2
丽 丱主

丨丳丩

∫
Γ

丨x2 − 串xy丩 dx丫 丨y2 − 串xy丩 dy, 一 为 x 丽 y2 丨−丱 ≤ y ≤ 丱丩, 沿y 增加的方向主

丨临丩

∫
Γ

x dy, 一 为 直线串x丫 y 丽 丱 与两坐标轴组成的三角形，沿逆时针方向主

丨丵丩

∫
Γ

丨x2 丫 y2丩 dy, 一 为 由x 丽 丱, x 丽 丳, y 丽 丱, y 丽 临 构成的矩形，沿逆时针方向.

解答：

丨丱丩 取参数方程丨x, y丩 丽 丨a 乣乯乳 θ, a 乳乩乮 θ丩, 丰 ≤ θ ≤ 串π，则

dx 丽 −a 乳乩乮 θ dθ, dy 丽 a 乣乯乳 θ dθ.

从而
x dy − y dx

x2 丫 y2
丽

a 乣乯乳 θ · a 乣乯乳 θ dθ − a 乳乩乮 θ · 丨−a 乳乩乮 θ dθ丩

a2
丽 dθ.

故 ∫
Γ

x dy − y dx

x2 丫 y2
丽

∫ 2π

0

dθ 丽 串π. □

丨串丩 取参数方程丨x, y丩 丽 丨a 乣乯乳 θ, b 乳乩乮 θ丩, 丰 ≤ θ ≤ 串π，则

dx 丽 −a 乳乩乮 θ dθ, dy 丽 b 乣乯乳 θ dθ.

丱丱



代入得∫
Γ

丨x丫 y丩 dx丫 丨x− y丩 dy 丽

∫ 2π

0

丨a 乣乯乳 θ 丫 b 乳乩乮 θ丩丨−a 乳乩乮 θ丩 dθ 丫

∫ 2π

0

丨a 乣乯乳 θ − b 乳乩乮 θ丩丨b 乣乯乳 θ丩 dθ

丽

∫ 2π

0

(
−a2 乳乩乮 θ 乣乯乳 θ − ab 乳乩乮2 θ 丫 ab 乣乯乳2 θ − b2 乳乩乮 θ 乣乯乳 θ

)
dθ

丽

∫ 2π

0

(
ab丨乣乯乳2 θ − 乳乩乮2 θ丩− 丨a2 丫 b2丩 乳乩乮 θ 乣乯乳 θ

)
dθ.

由于 ∫ 2π

0

乣乯乳 串θ dθ 丽 丰,

∫ 2π

0

乳乩乮 θ 乣乯乳 θ dθ 丽
丱

串

∫ 2π

0

乳乩乮 串θ dθ 丽 丰,

故积分值为丰。 □

丨丳丩 由一 为 x 丽 y2 且沿y 增加方向，取参数y 丽 t, x 丽 t2 丨−丱 ≤ t ≤ 丱丩，则dx 丽 串t dt, dy 丽 dt。代入得∫
Γ

丨x2 − 串xy丩 dx丫 丨y2 − 串xy丩 dy 丽

∫ 1

−1

(
丨t4 − 串t3丩 · 串t丫 丨t2 − 串t3丩

)
dt

丽

∫ 1

−1

(
串t5 − 临t4 − 串t3 丫 t2

)
dt 丽

[
丱

丳
t6 − 临

丵
t5 − 丱

串
t4 丫

丱

丳
t3
]1
−1

丽 −丱临

丱丵
. □

丨临丩 一 为三角形边界（逆时针）。在x 轴上dy 丽 丰，在y 轴上x 丽 丰，两段积分均为丰；只需计算直线

段串x丫 y 丽 丱 上的积分。该段可写为x 丽
丱− y

串
，且y 为 丰 → 丱，故

∫
Γ

x dy 丽

∫ 1

0

丱− y

串
dy 丽

丱

串

[
y − 丱

串
y2
]1
0

丽
丱

临
. □

丨丵丩 上下两条边为水平线，dy 丽 丰，贡献为丰；只需算两条竖边。∫
Γ

丨x2 丫 y2丩 dy 丽

∫ 4

1

丨丳2 丫 y2丩 dy 丫

∫ 1

4

丨丱2 丫 y2丩 dy

丽

∫ 4

1

丨丹 丫 y2丩 dy −
∫ 4

1

丨丱 丫 y2丩 dy 丽

∫ 4

1

丸 dy 丽 串临. □

习题串 设常数a, b, c满足ac− b2 > 丰，计算积分

∫
Γ

x dy − y dx

ax2 丫 串bxy 丫 cy2
, 其中一为逆时针方向的单位圆周。

解答：已知

一 为 x 丽 乣乯乳 t, y 丽 乳乩乮 t, t ∈ 乛丰, 串π九.

则

dx 丽 − 乳乩乮 t dt, dy 丽 乣乯乳 t dt.

分子化简为

x dy − y dx 丽 乣乯乳 t丨乣乯乳 t dt丩− 乳乩乮 t丨− 乳乩乮 t dt丩 丽 丨乣乯乳2 t丫 乳乩乮2 t丩 dt 丽 dt.

故原积分化为 ∫
Γ

x dy − y dx

ax2 丫 串bxy 丫 cy2
丽

∫ 2π

0

dt

a 乣乯乳2 t丫 串b 乳乩乮 t 乣乯乳 t丫 c 乳乩乮2 t
.

利用二倍角公式

乣乯乳2 t 丽
丱 丫 乣乯乳 串t

串
, 乳乩乮2 t 丽

丱− 乣乯乳 串t

串
, 乳乩乮 t 乣乯乳 t 丽

乳乩乮 串t

串
,

得到分母

a 乣乯乳2 t丫 串b 乳乩乮 t 乣乯乳 t丫 c 乳乩乮2 t 丽 m丫A 乣乯乳 串t丫B 乳乩乮 串t,

丱串



其中

m 丽
a丫 c

串
, A 丽

a− c

串
, B 丽 b.

令

R 丽
√
A2 丫B2 丽

√(
a− c

串

)2

丫 b2,

则存在δ使得

A 乣乯乳 串t丫B 乳乩乮 串t 丽 R 乣乯乳丨串t− δ丩,

从而分母可写为

m丫R 乣乯乳丨串t− δ丩.

令换元u 丽 串t− δ，则dt 丽 du
2 。利用周期性（区间平移不改变积分值）可化为标准形式∫ 2π

0

dt

m丫R 乣乯乳丨串t− δ丩
丽

∫ 2π

0

du

m丫R 乣乯乳u
.

当m > |R| 时有熟知结论 ∫ 2π

0

du

m丫R 乣乯乳u
丽

串π√
m2 −R2

.

因此 ∫
Γ

x dy − y dx

ax2 丫 串bxy 丫 cy2
丽

串π√
m2 −R2

.

并且

m2 −R2 丽

(
a丫 c

串

)2

−

[(
a− c

串

)2

丫 b2

]
丽 ac− b2.

最终得到 ∫
Γ

x dy − y dx

ax2 丫 串bxy 丫 cy2
丽

串π√
ac− b2

□.

习题丳 计算下列第二型曲线积分，曲线的正向是参数增加的方向：

丨丱丩

∫
Γ

xz2 dx丫 yx2 dy 丫 zy2 dz, 一 为 x 丽 t, y 丽 t2, z 丽 t3 丨丰 ≤ t ≤ 丱丩主

丨串丩

∫
Γ

丨y丫 z丩 dx丫 丨z丫 x丩 dy丫 丨x丫 y丩 dz, 一 为 x 丽 a 乳乩乮2 t, y 丽 串a 乳乩乮 t 乣乯乳 t, z 丽 a 乣乯乳2 t 丨丰 ≤ t ≤ π丩.

解答：

丨丱丩 由x 丽 t, y 丽 t2, z 丽 t3 得

dx 丽 dt, dy 丽 串t dt, dz 丽 丳t2 dt.

因此 ∫
Γ

xz2 dx丫 yx2 dy 丫 zy2 dz 丽

∫ 1

0

(
t · 丨t3丩2 · 丱 丫 t2 · t2 · 串t丫 t3 · 丨t2丩2 · 丳t2

)
dt

丽

∫ 1

0

(
t7 丫 串t5 丫 丳t9

)
dt 丽

[
t8

丸
丫

串t6

丶
丫

丳t10

丱丰

]1
0

丽
丱

丸
丫

丱

丳
丫

丳

丱丰
丽

丹丱

丱串丰
. □

丨串丩 先求导数：

dx

dt
丽 串a 乳乩乮 t 乣乯乳 t,

dy

dt
丽 串a 乣乯乳2 t− 串a 乳乩乮2 t,

dz

dt
丽 −串a 乳乩乮 t 乣乯乳 t.

丱丳



原积分化为∫ π

0

(
丨y 丫 z丩

dx

dt
丫 丨z 丫 x丩

dy

dt
丫 丨x丫 y丩

dz

dt

)
dt 丽 串a2

∫ π

0

丨乣乯乳2 t− 乳乩乮2 t丩丨乣乯乳 t 乳乩乮 t丫 丱丩 dt.

注意到

丨乣乯乳2 t− 乳乩乮2 t丩丨乣乯乳 t 乳乩乮 t丫 丱丩 丽 乣乯乳 串t

(
丱

串
乳乩乮 串t丫 丱

)
,

故

串a2
∫ π

0

乣乯乳 串t

(
丱

串
乳乩乮 串t丫 丱

)
dt 丽 丰.

因此积分值为丰。 □

习题临 计算 ∮
Γ

丨y2 − z2丩 dx丫 丨z2 − x2丩 dy 丫 丨x2 − y2丩 dz,

其中一 为球面片x2 丫 y2 丫 z2 丽 丱, x ≥ 丰, y ≥ 丰, z ≥ 丰 的边界，方向为丨丱, 丰, 丰丩 → 丨丰, 丱, 丰丩 → 丨丰, 丰, 丱丩 →

丨丱, 丰, 丰丩。

解答：

由对称性只需要计算

∮
Γ

丨y2 − z2丩 dx。

在弧段丨丰, 丱, 丰丩 → 丨丰, 丰, 丱丩 上有x ≡ 丰，故dx 丽 丰，该段积分为丰。

在弧段丨丰, 丰, 丱丩 → 丨丱, 丰, 丰丩 上（位于y 丽 丰 平面），取参数

x 丽 乳乩乮 θ, z 丽 乣乯乳 θ, 丰 ≤ θ ≤ π

串
,

则dx 丽 乣乯乳 θ dθ，且y2 − z2 丽 − 乣乯乳2 θ，于是∫
丨y2 − z2丩 dx 丽

∫ π/2

0

丨− 乣乯乳2 θ丩 乣乯乳 θ dθ 丽 −
∫ π/2

0

乣乯乳3 θ dθ 丽

(
丱

丳
乳乩乮3 θ − 乳乩乮 θ

) ∣∣∣π/2
0

丽 −串

丳
.

在弧段丨丱, 丰, 丰丩 → 丨丰, 丱, 丰丩 上（位于z 丽 丰 平面），取参数

x 丽 乣乯乳 θ, y 丽 乳乩乮 θ, 丰 ≤ θ ≤ π

串
,

则dx 丽 − 乳乩乮 θ dθ，且y2 − z2 丽 乳乩乮2 θ，于是∫
Γ3

丨y2 − z2丩 dx 丽

∫ π/2

0

乳乩乮2 θ丨− 乳乩乮 θ丩 dθ 丽 −
∫ π/2

0

乳乩乮3 θ dθ 丽 −串

丳
.

故 ∮
Γ

丨y2 − z2丩 dx 丽 −串

丳
− 串

丳
丽 −临

丳
.

于是总积分 ∮
Γ

丨y2 − z2丩 dx丫 丨z2 − x2丩 dy 丫 丨x2 − y2丩 dz 丽 丳 ·
(
−临

丳

)
丽 −临. □

习题丵 证明： ∣∣∣∣∫
Γ

F · dp
∣∣∣∣ ≤ ∫

Γ

∥F∥ ds.

解答：

设曲线参数方程为p丨t丩 丽 丨x丨t丩, y丨t丩, z丨t丩丩, t ∈ 乛a, b九，则∫
Γ

F · dp 丽

∫ b

a

(
Fx

dx

dt
丫 Fy

dy

dt
丫 Fz

dz

dt

)
dt.

丱临



由乃乡乵乣乨乹乻乓乣乨乷乡乲乺 不等式，∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
Fx

dx

dt
丫 Fy

dy

dt
丫 Fz

dz

dt

)
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

√
F 2
x 丫 F 2

y 丫 F 2
z

√(
dx

dt

)2

丫

(
dy

dt

)2

丫

(
dz

dt

)2

dt.

注意 √(
dx

dt

)2

丫

(
dy

dt

)2

丫

(
dz

dt

)2

dt 丽 ds,

故 ∣∣∣∣∫
Γ

F · dp
∣∣∣∣ ≤ ∫

Γ

∥F∥ ds. □

2.3 Green公公公式式式

习题丱 利用乇乲乥乥乮 公式，计算下列积分：

丨丱丩

∫
Γ

xy2 dy − x2y dx, 一 为圆周x2 丫 y2 丽 a2, 按逆时针方向主

丨串丩

∫
Γ

丨x丫 y丩 dx− 丨x− y丩 dy, 一 为椭圆
x2

a2
丫

y2

b2
丽 丱, 按逆时针方向主

丨丳丩

∫
Γ

ex 乳乩乮 y dx丫 ex 乣乯乳 y dy, 一 为上半圆周x2 丫 y2 丽 ax, 沿x 增加的方向.

解答：

丨丱丩 P 丽 xy2, Q 丽 −x2y，则
∂Q

∂x
丽 −串xy,

∂P

∂y
丽 xy,∮

Γ

P dx丫Qdy 丽

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy 丽

∫∫
D

丨−临xy丩 dx dy.

由于区域关于x, y 两轴对称，故积分值为丰。 □

丨串丩 P 丽 x丫 y, Q 丽 y − x，则
∂Q

∂x
丽 −丱,

∂P

∂y
丽 丱,∮

Γ

P dx丫Qdy 丽

∫∫
D

丨−串丩 dx dy 丽 −串πab. □

丨丳丩 P 丽 ex 乳乩乮 y, Q 丽 ex 乣乯乳 y，则

∂Q

∂x
丽 ex 乣乯乳 y,

∂P

∂y
丽 ex 乣乯乳 y.

令一′ 为该上半圆的弦，则∫
Γ

(
ex 乳乩乮 y dx丫 ex 乣乯乳 y dy

)
丽

∫
Γ+Γ′

(
ex 乳乩乮 y dx丫 ex 乣乯乳 y dy

)
−
∫
Γ′

(
ex 乳乩乮 y dx丫 ex 乣乯乳 y dy

)
.

而由乇乲乥乥乮 公式该积分为丰。又有一′ 上有y 丽 丰，乳乩乮 y 丽 dy 丽 丰，故∫
Γ′

(
ex 乳乩乮 y dx丫 ex 乣乯乳 y dy

)
丽 丰.

故原积分为丰。 □

习题串 利用乇乲乥乥乮 公式，计算下列曲线围成的面积：

丱丵



丨丱丩 星形线x 丽 a 乣乯乳3 t, y 丽 a 乳乩乮3 t 丨丰 ≤ t ≤ 串π丩主

丨串丩 双纽线丨x2 丫 y2丩2 丽 a2丨x2 − y2丩 丨提示：令y 丽 x 乴乡乮 θ丩主

丨丳丩 乄乥乳乣乡乲乴乥乳丨笛卡儿，丱丵丹丶∼丱丶丵丰丩叶形线x3 丫 y3 丽 丳axy 丨a > 丰丩 丨提示：令y 丽 xt丩.

解答：

丨丱丩 乁乲乥乡丨D丩 丽
∫∫

D
丱 dx dy 丽

∫∫
D

(
∂x
∂x − ∂0

∂y

)
dx dy，乇乲乥乥乮：P 丽 丰 並 Q 丽 x，则

乁乲乥乡丨D丩 丽

∮
x dy 丽

∫ 2π

0

丳a 乳乩乮2 t 乣乯乳 t · a 乣乯乳3 t dt 丽
∫ 2π

0

丳a2 乳乩乮2 t 乣乯乳4 t dt.

计算不定积分：∫
乳乩乮2 t 乣乯乳4 t dt 丽

丱

临

∫
丨串 乳乩乮 t 乣乯乳 t丩2 乣乯乳2 t dt 丽

丱

丸

∫
乳乩乮2 串t丨乣乯乳 串t丫 丱丩 dt,

令串t 丽 k，

丽
丱

丱丶

∫
乳乩乮2 k丨丱 丫 乣乯乳 k丩 dk 丽

丱

丱丶

∫
乳乩乮2 k dk 丫

丱

丱丶

∫
乳乩乮2 k 乣乯乳 k dk,

丽
丱

丱丶

∫
丨丱− 乣乯乳2 k丩 dk 丫

丱

丱丶

∫
乳乩乮2 k d丨乳乩乮 k丩,

丽
丱

丱丶
k − 丱

丳串
乳乩乮 串k 丫

丱

临丸
乳乩乮3 k 丫 C 丽

丱

丸
t− 丱

丳串
乳乩乮 临t丫

丱

临丸
乳乩乮3 串t丫 C.

则 ∫ 2π

0

乳乩乮2 t 乣乯乳4 t dt 丽
丱

丸
· 串π,乁乲乥乡丨D丩 丽 丳a2 · 丱

丸
· 串π 丽

丳

临
a2π. □

丨串丩 作参数变换y 丽 x 乴乡乮 θ，

丨x2 丫 x2 乴乡乮2 θ丩2 丽 a2丨x2 − x2 乴乡乮2 θ丩

⇒ x4

乣乯乳4 θ
丽 a2

乣乯乳2 θ − 乳乩乮2 θ

乣乯乳2 θ
⇒ x 丽

√
乣乯乳 串θ · a 乣乯乳 θ,

（因x2 − y2 ≥ 丰 ⇒ | 乴乡乮 θ| ≤ 丱，从而乣乯乳 串θ 是正的）

y 丽 x 乴乡乮 θ 丽
√
乣乯乳 串θ · a 乳乩乮 θ.

我们计算第一象限内丰 ≤ θ ≤ π
4 部分的面积，由对称性可知，这是四块的面积的丱/临：

S 丽

∮
x dy 丽

∫ (
a 乣乯乳 θ

√
乣乯乳 串θ

)
d
(
a 乳乩乮 θ

√
乣乯乳 串θ

)
丽 a2

∫ π/4

0

√
乣乯乳 串θ · 乣乯乳 θ ·

(
乣乯乳 θ ·

√
乣乯乳 串θ 丫 乳乩乮 θ · 丱

串
√
乣乯乳 串θ

· 串 · 丨− 乳乩乮 串θ丩

)
dθ

丽 a2
∫ π/4

0

(
乣乯乳 串θ 乣乯乳2 θ − 乳乩乮 串θ 乳乩乮 θ 乣乯乳 θ

)
dθ.

而 ∫
乣乯乳 串θ 乣乯乳2 θ dθ 丽

丱

丱丶
乳乩乮 临θ 丫

丱

临
乳乩乮 串θ 丫

丱

临
θ,

∫
乳乩乮 串θ 乳乩乮 θ 乣乯乳 θ dθ 丽

丱

临
θ − 丱

丱丶
乳乩乮 临θ.S 丽

丱

临
a2.

因此面积为临S 丽 a2。 □

丨丳丩 （此题未做，留空）

丱丶



3 曲曲曲面面面积积积分分分

4 场场场论论论的的的数数数学学学基基基础础础

5 函函函数数数列列列和和和函函函数数数项项项级级级数数数

6 反反反常常常积积积分分分

7 Fourier分分分析析析

8 含含含参参参变变变量量量积积积分分分

丱丷


